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問題用紙 (工学部・生命環境学部 数学I・A・II・B・III)

１ (1) 複素数平面上において，次の等式を満たす点 z全体は，それぞれどのような図形か。

(A)
∣∣∣iz + 2− 2

√
3 i
∣∣∣ = 4

(B) |z| =
∣∣∣z − 2

√
3 − 6i

∣∣∣
(2)

π

4
≦ x ≦ 2π

3
のとき，関数 f(x) = cos2 x+ 3 sinx+ 1 の最大値および最小値を求めよ。

(3) n を自然数とするとき，
(
1 +

3
√
2
)n
が整数 an, bn および cn を用いて，an + bn

3
√
2 +

cn
3
√
2
と表されることを数学

的帰納法によって証明せよ。

２ 1辺の長さが 1の正四面体OABCにおいて，
−→
OA =

−→
a ,

−→
OB =

−→
b ,

−→
OC =

−→
c とする。また，線分OAを 3 : 1に内分する

点をD, △BCDの重心をGとする。

(1) 内積
−→
a ·

−→
b の値を求めよ。

(2)
−−→
OGを

−→
a ,

−→
b ,

−→
c を用いて表せ。

(3) 直線OGと平面ABCの交点を Eとするとき，
−→
OEを

−→
a ,

−→
b ,

−→
c を用いて表せ。

(4) 線分OGの長さ Lを求めよ。

(5) △OBGの面積 Sを求めよ。

３ aを負でない定数とし，関数 f(x)を f(x) = sinx− x+ ax3とする。

(1) f(0), f ′(0), f ′′(0), f ′′′(0) を求めよ。

(2) x ≧ 0において，つねに f ′′(x) ≧ 0となるような aの値の範囲を求めよ。

(3) (2)で求めた範囲の aに対し，x ≧ 0において，つねに 0 ≦ x− sinx ≦ ax3となることを証明せよ。

４ n を自然数とする。関数 f(x) を f(x) =
1

ex + 1
とする。

(1) f(x) はつねに減少することを示せ。

(2) 不定積分
∫

1

t(t+ 1)
dt を求めよ。

(3) 定積分
∫ n

0
f(x) dx を求めよ。また，不等式

∫ n

0
f(x) dx < log 2 を証明せよ。

(4) 不等式
1

e1 + 1
+

1

e2 + 1
+

1

e3 + 1
+ · · ·+ 1

en + 1
< log 2 を証明せよ。
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　平成２９年度入学者選抜試験　答案用紙　（数学 I・A・II・B・IIIその１）

１ (1) （A）∣∣∣iz + 2− 2
√
3 i
∣∣∣ = ∣∣∣∣∣i

(
z +

2− 2
√
3 i

i

)∣∣∣∣∣ = |i|
∣∣∣z − 2

√
3 − 2i

∣∣∣ = ∣∣∣z − (2√3 + 2i
)∣∣∣

よって，
∣∣∣z − (2√3 + 2i

)∣∣∣ = 4

したがって求める図形は，点 2
√
3 + 2iを中心とする半径 4の円である。

（B）
原点と点 2

√
3 + 6iを結ぶ線分の垂直二等分線。　

(2) sin2 x+cos2 x = 1より，f(x) = − sin2 x+3 sinx+2である。X = sinxとおくと，
π

4
≦ x ≦ 2π

3
より，

√
2

2
≦ X ≦ 1

である。また，f(x)をX で表すと

f(x) = −X2 + 3X + 2 = −
(
X − 3

2

)2

+
17

4

である。これより，f(x) は X = 1 のとき，最大値 4 をとり，X =

√
2

2
のとき，最小値

3 + 3
√
2

2
をとる。X = 1

のとき，x =
π

2
であり，X =

√
2

2
のとき，x =

π

4
であるから，f(x) は x =

π

2
のとき，最大値 4 をとり，x =

π

4

のとき，最小値
3 + 3

√
2

2
をとる。

(3) 数学的帰納法で示す。

[1] n = 1のとき，a1 = 1, b1 = 1, c1 = 0とすれば成り立つので正しい。

[2] n = kのとき，整数 ak, bk および ck を用いて，
(
1 +

3
√
2
)k

= ak + bk
3
√
2 +

ck
3
√
2
と表されると仮定する。(

1 +
3
√
2
)k+1

=

(
ak + bk

3
√
2 +

ck
3
√
2

)(
1 +

3
√
2
)
= (ak + ck) + (ak + bk)

3
√
2 +

2bk + ck
3
√
2

ak+1 = ak + ck, bk+1 = ak + bk, ck+1 = 2bk + ck とすれば，これらは整数であり，n = k + 1のときにも成り
立つ。

[1], [2]より，すべての自然数 nについて，
(
1 +

3
√
2
)n
は整数 an, bn および cn を用いて，an + bn

3
√
2+

cn
3
√
2
と表さ

れる。
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２

(1)
−→
a ·

−→
b = 1 · 1 · cos 60◦ = 1

2

(2) Gは△BCDの重心だから，
−−→
OG =

1

3

(
3

4

−→
a +

−→
b +

−→
c

)
=

1

4

−→
a +

1

3

−→
b +

1

3

−→
c

(3) Eは平面ABC上にあるので，
−→
AE = s

−→
AB+ t

−→
ACと書ける。

よって，
−→
OE = (1− s− t)

−→
a＋ s

−→
b + t

−→
c

一方，Eは直線OG上にあるから，
−→
OE = k

−−→
OG =

k

4

−→
a +

k

3

−→
b +

k

3

−→
c

−→
a ,

−→
b ,

−→
c は１次独立だから 1− s− t =

k

4
, s = t =

k

3

よって，k =
12

11
,
−→
OE =

1

11

(
3
−→
a + 4

−→
b + 4

−→
c
)

(4)
∣∣∣−−→OG

∣∣∣2 = (1

4

−→
a +

1

3

−→
b +

1

3

−→
c

)
·
(
1

4

−→
a +

1

3

−→
b +

1

3

−→
c

)
=

1

144

(
3
−→
a + 4

−→
b + 4

−→
c
)
·
(
3
−→
a + 4

−→
b + 4

−→
c
)

=
1

144

(
9
∣∣∣−→a ∣∣∣2 + 16

∣∣∣−→b ∣∣∣2 + 16
∣∣∣−→c ∣∣∣2 + 24

−→
a ·

−→
b + 24

−→
a ·

−→
c + 32

−→
b ·

−→
c

)
=

1

144

(
9 · 1 + 16 · 1 + 16 · 1 + 24 · 1

2
+ 24 · 1

2
+ 32 · 1

2

)
=

9

16

よって，L =
3

4

(5)
−−→
OG ·

−→
OB =

(
1

4

−→
a +

1

3

−→
b +

1

3

−→
c

)
·
−→
b =

1

4

−→
a ·

−→
b +

1

3

−→
b ·

−→
b +

1

3

−→
c ·

−→
b =

1

4
· 1
2
+

1

3
· 1 + 1

3
· 1
2
=

5

8

(4)より，
∣∣∣−−→OG

∣∣∣ = 3

4

S =
1

2

√∣∣∣−−→OG
∣∣∣2 ∣∣∣−→OB

∣∣∣2 − (−−→OG ·
−→
OB
)2

=
1

2

√(
3

4

)2

· 12 −
(
5

8

)2

=

√
11

16
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３

(1) f ′(x), f ′′(x), f ′′′(x)を求めると，
f ′(x) = cosx− 1 + 3ax2, f ′′(x) = − sinx+ 6ax, f ′′′(x) = − cosx+ 6a

である。したがって，
f(0) = f ′(0) = f ′′(0) = 0, f ′′′(0) = 6a− 1

である。

(2) 6a ≧ 1のとき，f ′′′(x) ≧ 0なので，f ′′(x)は区間 x ≧ 0で減少しない。
そして，f ′′(0) = 0であるから，x ≧ 0で f ′′(x) ≧ 0である。
一方，0 ≦ 6a < 1のときは，f ′′′(x0) = 6a− cosx0 = 0となる 0 < x0 ≦

π

2
が存在して，

0 < x < x0において f ′′′(x) < 0となる。
つまり，区間 0 < x < x0において，f ′′(x)は減少であり，f ′′(0) = 0であるから，この区間で f ′′(x) < 0である。

以上により，x ≧ 0でつねに f ′′(x) ≧ 0となる条件は，6a ≧ 1，つまり，a ≧ 1

6
である。

(3) a ≧ 1

6
とする。

(2)により，x ≧ 0において，f ′′(x) ≧ 0であり，f ′(0) = 0だから，f ′(x) ≧ 0である。
したがって，f(0) = 0より，f(x) ≧ 0である。これより，x ≧ 0で x− sinx ≦ ax3である。

また，(2)の結果で，とくに a =
1

6
とすると，x ≧ 0で f ′′(x) = x− sinx ≧ 0である。

数 　 　　学　そ　の　３
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４

(1) f ′(x) = − ex

(ex + 1)2
< 0 であるから，f(x) はつねに減少する。

(2)
1

t(t+ 1)
=

a

t
+

b

t+ 1
とおく. 両辺に t(t+ 1) を掛けて，整理すると 1 = (a+ b)t+ a となる。両辺の係数を比較する

と，a = 1, b = −1 を得る。よって
∫

1

t(t+ 1)
dt =

∫ (
1

t
− 1

t+ 1

)
dt = log |t| − log |t+ 1|+ C = log

∣∣∣∣ t

t+ 1

∣∣∣∣+ C（C

は積分定数）である。

(3) t = ex とおくと，
dt

dx
= ex,

x 0 → n

t 1 → en
より

∫ n

0
f(x) dx =

∫ en

1

1

t(t+ 1)
dt =

[
log

∣∣∣∣ t

t+ 1

∣∣∣∣]en
1

= log

(
en

en + 1

)
− log

1

2
= log

(
en

en + 1

)
+ log 2

である。ここで，0 < en < en + 1 より， 0 <
en

en + 1
< 1 であるから，log

(
en

en + 1

)
< 0 である。よって，∫ n

0
f(x) dx < log 2

である。

(4) k を 1 以上の自然数とすると，(1) より区間 [k − 1, k] において

1

ek + 1
= f(k) ≦ f(x)

が成立し，等号が成立するのは x = kのときのみである。したがって

1

ek + 1
=

∫ k

k−1

1

ek + 1
dx <

∫ k

k−1
f(x) dx

である。この式で，k = 1, 2, 3, · · · , n として辺々加えると

1

e1 + 1
+

1

e2 + 1
+

1

e3 + 1
+ · · ·+ 1

en + 1
<

n∑
k=1

∫ k

k−1
f(x) dx =

∫ n

0
f(x) dx < log 2

である。
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